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CLASA a X-a

Problema 1. Demonstraţi următoarele egalităţi de mulţimi

(i) {x ∈ R | log2 [x] = [log2 x]} =
⋃

m∈N
[2m, 2m + 1) .

(ii)
{
x ∈ R | 2[x] = [2x]

}
=
⋃

m∈N
[m, log2 (2m + 1)) .

Prin [a] s-a notat partea ı̂ntreagă a numărului real a.

Problema 2. Fie a ∈ [−2,∞), r ∈ [0,∞) şi numărul natural n ≥ 1.
Arătaţi că

r2n + arn + 1 ≥ (1− r)2n .

Gazeta Matematică

Problema 3. Determinaţi funcţiile f : N→ N cu proprietatea

3f (f (f (n))) + 2f (f (n)) + f (n) = 6n, pentru orice n ∈ N.

Problema 4. Fie şirul an =
∣∣∣∣zn +

1
zn

∣∣∣∣ , n ≥ 1, unde z ∈ C∗ este dat.

(i) Demonstraţi că dacă a1 > 2, atunci

an+1 <
an + an+2

2
, pentru orice n ∈ N∗.

(ii) Demonstraţi că dacă există k ∈ N∗ astfel ı̂ncât ak ≤ 2, atunci a1 ≤ 2.

Timp de lucru 3 ore. Se acordă ı̂n plus 30 de minute pentru ı̂ntrebări.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


